“ALQORITMLOR NOZORIYYOSI” FONNININ
MUHAZIROLORI

Miihazirs 1. Algoritm anlayisi, onun xassalori va tarifinin doqiqlosmosi
zarurati

Algoritm dedikdo miioyyon bir maosolonin hoalli iiclin doqiq vo aydin
omoliyyatlar ardicillig1 basa diisiiliir. Basqa s6zlo, alqoritm ilkin verilonlar tizorinda
elo omoliyyatlar ardicilligidir ki, onlar yerina yetirdikdo baxilan masalonin halli
almir vo s. Qeyd edok ki, bunlar alqoritmin intuitiv anlayisidir. Ciinki alqoritmin
doqiq riyazi torifi yoxdur. Lakin biz har zaman alqoritmdon istifado edirik.
Masoalon: adadlarin vurulmasi alqoritmi, kvadrat tonliyin holli algoritmi vo s. Bu
vaxta godor bizo molum olan alqoritmlors asason onun bozi xassolorini yaza
bilarik.

1. Diskretlik xassasi. Har bir alqoritm miisyyon diskret addimdan ibaratdir.
Har bir addimdaki omaliyyatlar diskret taktlarla yerina yetirilir.

2. Determiniklik (miioyyanlik) xassosi. Bu xassaya goro hor bir alqoritmdaki
omoaliyyatlar doqiq vo aydin olmalidir.

3. Kiitlovilik xassasi. Bu xassoya gora miioyyan bir sinifdon olan masalonin
hall algoritmi homin sinifdon olan istonilon masaloni hall etmalidir.

4. Sonluluq xassasi. Alqoritmin sona gadar yerina yetirilmosi iiclin lazim
golon omoliyyatlarin maksimal say1 sonlu va real olmalidir.

5. Naticavilik xassasi. Hor bir alqoritm yerina yetirildikdon sonra hokmon
miiayyan natico hasil olmalidir.

Ogor har hansi alqoritm bu xassolordon he¢ olmazsa birini 6domirss o
algoritm deyil. Umumiyyatlo biz hor hans1 bir moesaloni hall etdikden sonra onun
hall algoritmi hagginda netico ¢ixara bilarik. Lakin har hansi problemi holl eda
bilmadikds onun hall algoritminin olub olmamag1 haqqinda hokm ¢ixara bilmirik.
Bunun sobabi odur ki, alqoritmin doqiq riyazi torifini bilmirik. ogor bu torifi
bilsoydik onda homin problemin bu torifi 6doyib 6domadiyini yoxlayardiq. ©gor

Odonilordiss onda homin problemin hall alqoritmi olar, oks halda iso belo bir



alqgoritm olmazdi. Belsliklo alqoritma doqiq riyazi torif vermok zorurati meydana

CIXIT.



Miihazirs 2. Hesablanan va gismoan rekursiv funksiyvalar. Klini-Cerc

tezisi vo onun shomiyyoti:

Alqgoritmik problemlords timumiliyi pozmadan homiso arqumentlori monfi
olmayan tam qiymaotlor alan funksiyanin monfi olmayan tam qiymatlorinin
tapilmasindan soéhbet gedir. Umumiliyi pozmadan bunu homisa gabul etmak olar.
Qiymoti miioyyon bir alqoritm vasitosilo tapilan funksiyalara hesablanan
funksiyalar deyilir. Bu torif intuitivdir. Daqiq riyazi deyil. Ciinki burada alqgoritm
anlayisindan istifado olunur. Arqumentlorinin he¢ do hamisinda toyin olunmayan
funksiyalar, yoni arqumentlorinin miiayyan hissasinds toyin olunmus funksiyalara
qismon funksiyalar deyilir. Qiymati hor hansi alqoritmin tatbiqi ilo tapila bilen
gisman funksiyalara hesablanan gisman funksiyalar deyilir. Bu vaxta qodor malum
olan biitiin hesablanan gisman funksiyalar molum olmusdur ki, qismon rekursiv
funksiyalardir. Rekursiv funksiyalarin iso ciddi riyazi torifi var. Bundan sonra biz
funksiya dedikds ilkin verilonlar iizorindo miioyyon oamallar ardicilligi, yigimi basa
diigacoayik. Demali, bizo molum olan alqoritmin hor birine biz miioyyan funksiya
kimi baxa bilorik. Klini belo bir tezisi irali stirmiisdiir ki, algoritmik hesablanan
qismon funksiyalar sinfi ilo qisman rekursiv funksiyalar sinfi iist tisto diistir. Qeyd
edok ki, hesablanan qismon funksiyalarin torifi intuitiv oldugu halda gismon
rekursiv funksiyalarin torifi doqiq riyazi sokildo verilir. Klinidon bir gadar avval
Cer¢ belo bir tezis vermisdir ki, hor yerds toyin olunmus hesablanan gismon
funksiyalar sinfi ilo qismon rekursiv funksiyalar sinfi eynidir. Bu iki tezis
birlosdirilib Klini-Cer¢ tezisi adi ilo verilir. Tezisin shomiyyati ondan ibaratdir ki,
har hansi problemi oks etdiron funksiyalarin rekursiv funksiyalar torifini 6dadiyini
bilsok onun hall alqoritminin oldugu birbasa aydindir. Lakin o, problemi oks
etdiron funksiya rekursiv funksiya torifini 6domoadikds deyirik ki, Klini-Cerg
tezisina gora homin mosalonin hall alqoritmi yoxdur. Belaliklos, rekursiv funksiya
anlayisii vermaliyik. Onun torifini vo xassalorini géstormoklo, alqoritmin torifini
doqgiqglesdirmok olar. Alqoritmin torifini doqiqlosdirmak iigiin yuxaridaki birinci

yanagmadir.



Miihazirs 3. Algoritmin tarifinin doqiqlosmasi ticiin vanasmalar:

Ikinci yanasma Tiiring-Post masin1 nozariyyasidir. Tiiring-Post bir birindon
asili olmayaraq elo nozori hesablama aparati yaratmislar ki, orada funksiyalarin
qiymatlorini hesablamaq miimkiindiir. Malum olmusdur ki, bu vaxta kimi malum
algoritmlorin hamisinin Tiiring-Post masininda yerino yetirmok miimkiindiir.
Beloalikla, hor hansi problemi Tiiring-Post masininda hall etmok olursa demali onun
hall alqoritmi var. Bu da bir daha Klini-Cer¢ tezisino inam yaradir.

Algoritmin tarifinin daqiglogmasi {iciin ii¢ilincii yanasma “Normal-Markov
alqgoritmi” nazariyyasidir. Bu nozariyyaye goro baxilan problemin ilkin verilonlari
sozlor soklinda yazilir. S6z dedikde miiayyan sonlu simvollar yigimi basa diisiiliir.
Bu nazariyyaya gora har bir omoaliyyat sozlar tizorinds amoliyyata gatirilir. Yena do
bu vaxta godor molum alqoritmlorin hamist Normal-Markov alqoritmi vasitasila
yering yetirilo bilir. Demali, Normal-Markov alqoritmi nazariyyasi do alqgoritmin
torifinin  dogiqlosmoasidir vo Normal-Markov alqoritmi ilo yerino yetirilon
hesablanan funksiya rekursiv funksiyadir. Belalikls, bu yanagmalarin ii¢iiniin do
miloyyon monada ekvivalent oldugu aydin olur. Ona goro do biz rekursiv

funksiyalar haqqinda bazi anlayislart vo toriflori 6yronacayik.



Miihazirs 4.Qismon funksiva anlayisi, On sads qismon funksivalar va

superpozisiva (avazloma) operatoru.

Tutaq ki, bizo ixtiyari tobiotli X ={x,,x,,.. } Vo Y ={y,.y,.... } coxluglari
verilib. ©gor X coxlugunun miioyyon elementlorine yegana qayda ilo Y
coxlugunun miioyyon elementlori uygun qoyularsa, onda deyirlor ki, X
coxlugundan Y coxluguna tosir edon qismon funksiya verilmisdir. Basqa sozls bu
uygunluga qismon funksiya deyilir. Qeyd edok ki, bu vaxta godor bildiyimiz
funksiya torifi qismon funksiyanin xiisusi halidir. Biz gqisman funksiyan1 y = f(x)
ila isara edacayik. X coxlugunun Y coxlugunda uygun elementlori olan yigimina
biryerli funksiyanin miioyyanlik oblasti deyilir. ©gor funksiyanin miioyyanlik
oblast1 biitiin X c¢oxlugu ilo ist-iisto diigorse, onda bu funksiyaya har yerds toyin
olunmus funksiya deyilir. Y c¢oxlugunun elo elementlorina gismon funksiyanin
giymatlor oblasti deyilir ki, homin elementloroX c¢oxlugunda uygun gslon

elementlor olsun. y= f(x) funksiyasinda X-o sorbost doyison, y-o iso asili
doyison deyilir. ©9gor X c¢oxlugunun x, elementino Y coxlugunun uygun y,
giymati uygun qoyularsa vo torsino onda deyacoyik ki, y= f(x) funksiyasi
qarsiligh birqiymatli funksiyadir. Basqa sozlo x, #x, < y #y, i#j onda
deyirlor ki, y = f(x) funksiyas1 garsiligh birqiymatlidir. iki g vo f funksiyalar1 o
zaman barabor hesab olunur ki, onlarin miisyyanlik oblastlar iist-lista diigsiin vo
homin miisyyanlik oblastindaki uygun f(x,) vo g(x,) qiymatlori do barabar olsun
yoni, f(x,)=g(x,)

Tutaq ki, X;,X,,...X, c¢oxluglarmin dekart hasili X, x X, x...x X, -dir. Onda
X;,X,,..X, coxlugundan miioyyan Y coxluguna tosir edon qismon funksiyaya n

yerli gismoan funksiya deyacoyik. Natural adadlor ¢oxlugunu N ilo isaro edok.

NXNX...x N c¢oxlugundan N coxluguna tosir edon gismon funksiyaya k yerli
k

adadi gismon funksiya deyacoyik.



Miihazirs 4. 9n sados qismon funksivalar vo superpozisiva (avazlomo)

operatoru

Sonralar bizo lazim olan asagidaki ii¢ an sads funksiyani yazaq.

I. S(x)=x+1 izlomo funksiyasi.
2. C(x,x,,...x,)=a n yerli sabit funksiya.

3.1 (x, %, x,)=x,, (m<n,n=123..) eynilik funksiyasi.

Funksiyalar iizerindoki ¢evrilmalors operator deyilir. Rekursiv funksiyalarin
torifinin verilmosi vo qurulmasi liciin bizo lazim golon bozi osas operatorlart
Oyroanak.

1. Superpozisiya (avozloma) operatoru.

Tutaq ki, bizo miioyyon A coxlugundan B coxluguna tosir edon n odoad m
yerli f(x,x,,....x,), (X, %50 %) oo s f,(X,X,,...,x, ) funksiyalar verilmisdir.

Faorz edak ki, B ¢oxlugundan C coxluguna tosir edon n yerli miiayyon f(*,*,...,%)
funksiyas1 verilmisdir.

Asagidaki kimi m yerli g funksiyasim quragq.

8,(x x5 x, )= F(8(X, X000 X))y [ (X3 Xy sy X, )ses [ (X5 Xy 5000, X))

m yerli g funksiyasim almaq ligiin f f,...., f, funksiyalar tizorindoki f
¢evirmasing superpozisiya va yaxud avozloms operatoru deyilir. Bu operatoru S
ilo isaro edok. Superpozisiya operatorunu totbiq edorkon verilmis f, f,,..., f,

funksiyalarinin hamist eyni m yerli olmalidir. ©9gor bunlardan har hansi birindo
doyisonlorin say1 digorlorindon az olarsa onda fiktiv doyisonlor gobul etmoklo

hamisin1 eyni yerli etmok olar. Masolon: Fiktiv doyison gotirmoklo ¢(x,,x,)
funksiyasini 3 doyisonli etmok olar. Bels ki,

o(x,,x,) =0, (x,,x,,x,),1, (x,,%,,x,)) = E(x,, X,, x,) .



Miihazirs 5. Primitiv rekursiva operatoru vo ona aid misallar.

Tutaq ki, n yerli miioyyon g(*,*,...,¥)va n+2 yerli h=(*%*,..*) ododi
gismon funksiyalan verilmisdir. n+1 yerli f funksiyasim1 asagidaki kimi quraq

F (X, x50 x,,0) = g(X,, X, e0s X)) 0
FOux,enx,, y+ D) =h(x,x,,...., %, 9, f (X, X5, X,,Y)).
Verilmis g vo h adadi qismon funksiyalarina gore (1) miinasibati vasitasilo

n+1 yerli funksiyasiin qurulma prosesina primitiv rekursiya operatoru deyilir. (1)

prosesini bir gadar agiq yaza bilarik.
S (&x,x,,.,x,,0)=g(x,,%,,..., X,)
f,x,enx D) =h(x,x,,..,x,,0,8(x,x,,.... X))
S, x,,0x,,2) = h(x,%,,....x,,1, f(x,%,,....x,,]))

FOx, 0 x,  k+1) =h(x,x,,.... %, k, f(x,,X,,....,X,,k)).
Primitiv rekursiya operatorunu f = R(g,h) isaro edilir. ©gar verilmis g vo

h funksiyalar1 hor yerds toyin olunmus funksiyalardirsa onda primitiv rekursiya

operatoru vasitasilo alinan f funksiyasi da har yerds toyin olunmusdur.
Ciinki f funksiyas1 g vo h funksiyalari vasitosilo toyin olunur. g vo h
funksiyalar1 hor yerds toyin olundugundan f funksiyasi da hor yerds toyin

olunacagq:

g(x;,...,x,) hor yerds tayin olunub.

f(x,enx, D) =h(x,...x,.0,8(x,.,x,)) & Vo h hor yerdo toyin
olundugundan f do har yerds toyin olunub.

f(x,.x,,2) = h(x,,...,x, .1, g(x,...,x,)) oldugundan bu da hor yerds toyin
olunub va s.

(1) primitiv rekursiya operatoru ilo qurulan f funksiyast miioyyon k—1
Uciin toyin olunubsa, yoni, f(x,,x,,...,x,,k —1) varsa lakin, f(x,x,,....,x, ,k) toyin
olunmayibsa, onda ixtiyari p =k +1 qiymetlorinde do f(x,x,,....x,,p) toyin

olunmayacagq.



Belalikla, ogor g vo h funksiyalarnn har yerds toyin olunubsa, onda (1)

prosesi vasitosilo yegano f funksiyasi tapilar. Aydindir ki, primitiv rekursiya

operatoru vasitosilo tapilan f funksiyas: x,,x,,...,x, vo y doyisonlorinin adodi

qisman funksiyasidir.

Misal:

l.g=0 , h(x,y)=2x+y funksiyasina primitiv rekursiya operatorunu

totbiq edok.

J(0)=g=0

f@)=h(, £(0)) =h(0,00=2.0+0=0,
f@2)=hd, f1))=h1,0)=2.1+0=2,
fQA)=h2,f(2)=h(2,2)=22+2.1,
fA=h3B,f3)=h3,6)=23+22+2.1,
fO)=h4,f(4)=24+23+22+2.1,

Fe+1) = h(x, f() =204+ 2.(x =D+ 421 =21+ 24t 1) =277

f(x+D)=x(x+1)

Qeyd edok ki, 1-ci misalda A=2x+y funksiyasinda toplananlarin yerini

doyissok funksiya doyismadiyi halda ona totbiq olunan primitiv rekursiya operatoru

tamam basqa ciir funksiyani verir.

edok.

Misal 2.

g =0, h(x,y)=x+2y funksiyalarina primitiv rekursiya operatorunu tatbiq

fx+1) =2

f(0)=¢=0,

f@)=h, £(0)) =h(0,00=0+2.0=0,
f2)=h{, f1))=h1,00=1+2.0=1,

fA)=h2,f2)=h21)=2+2.1=4,



edok.

F@)=hG, fB)=h(32+2.1)=3+22+2%1
FB)=h4, f(4)=h(43+22+2°.)=4+32+22%+1.2°

FO)=h(5, fF5)=h(54+32+22% +1.2°)=5+42+322+22% +1.2*

fFax+D=x+2"x=D+22(x-2)+2°(x=3) +.. 42" (x = (x=1)) =

1

=3 2 (x—k)=..=2" —x—2
k=0

Beloliklo aling ki, f(x+1)=2""—x-2.
Misal 3.

g =0, h(x,y)=2x—y funksiyalarina primitiv rekursiya operatorunu tatbiq

f(x+1)=?
Misal 4.

g=0, h(x,y)=x-2y

f(0)=0

S =n, f(0)=0

FQ)=h(, f1)=h1,0)=1-2.0=1
fB@)=n2,f(2)=h21)=2-2=0
f&)=hG3,f3)=h3,0)=3-20=3
fG)=h4, f4)=h43)=4-32=-2

f(5) manfi oldugundan bu funksiyaya primitiv rekursiya operatorunu tatbiq

etmoak olmaz.



Miihazirs 6. Minimallasma operatoru va ona aid misallar

Tutaq ki, n yerli f(x,x,,....,x,) ododi gismon funksiyas1 verilmisdir vo

arqumentlorinin  x,, x,,...,x, verilmis qiymotlorindo funksiyanin qiymotini

.
hesablamaq miimkiindiir. Onda x,,x,,...,x,_, arqumentlorini geyd edib asagidaki
tonliyi quragq.

S(x,x,0x,_,Y) =X, (1)

(1) tonliyinde y-in yerina 0,1,2,... giymatlorini yazmaqgla homin tonliyin
O0donilmasini yoxlaya bilarik. y doyisoninin (1) tonliyinin 6doyon giymatlorindon
on kiciyinin tapilmasi prosesino minimallasma operatoru deyilir. y-in homin an
kicik gqiymatini a ila isara edok.

a=min{y>0 tam/ f(x,%x,,..x_,y)=x, }

Minimallagma operatorunu M , ils isars edok

My = 1, (f (), Xy s Xy g ¥) = X,,)

Birbaga aydindir ki, minimallagma operatoru x,, x,,..., x, doyisonlorin gqismon
funksiyasidir.

Minimallasma operatoru asagidaki hallarda toyin olunmayib.

1. f(x,x,,...,x,,,0) toyin olunmay1b

2. f(x,x,,...,x,,,y) funksiyas1 y=0,12,...,k qiymatlorindo toyin olunub
lakin, x, -9 barabor deyil. Eyni zamanda y = k +1 olduqda is3 toyin olunmay1b.

3. f(x,x,,....x,,,y) funksiyas1 y-in monfi olmayan biitin tam
qiymatlorindas toyin olunub lakin, x, -9 borabor olmur.

Goriindilyti kimi minimallasma operatoru iimumiyyatlo hor yerds toyin
olunmayib. Belaliklo, hor bir n yerli f funksiyasina géro miioyyon

a= ,uy(f(xl,xz,...,xn_l, y)=x,)
kicik odadi tapila bilorso onda deyacayik ki, minimallasma operatorunun naticasi

var. Oks halda minimallagma operatoru natico vermir.

Misallara baxagq.

1. f(y)=2"funksiyasina minimallagsma operatorunu totbiq edok.



f(x)=M, =p,2" =x)=log, x burada x=2%, k=0,1,..

Belaliklo, f(y)=2" funksiyasina minimallasma operatorunu totbiq etdikdo
f(x)=log, x funksiyasin1 alirngq. Demali, bir yerli funksiyaya minimallasma
operatorunun tatbiqi onun tors funksiyasini verir.

2. f(x,y)=y—x funksiyasina minimallagsma operatorunu taotbiq edak

M(f(x,2)=p,(y—x=2).

Bu tonlik iso y=0, x>0 toyin olunmayib. Digor torofdon
y—x=ztonliyindon y=x+z hoallini alinq. Bu onu gostorir ki, minimallagsma

operatoru (1) tonliyinin hor hanst hallini yox onun on ki¢cik natural hallini

vermoalidir.



Miihazirs 7.Primitiv rekursiv funksiya.

Miixtalif pillali primitiv rekursiv funksiyalar:

S(x), C,' vo I" funksiyalarindan he¢ olmasa birino vo ya bu funksiyalara

superpozisiya, yaxud primitiv rekursiya operatorlarinin sonlu sayda totbiqi
naticasindo alinan funksiyalara primitiv rekursiv funksiya deyilir. Bu torifden
goriiniir ki, primitiv rekursiv funksiyalar hor yerds toyin olunmus funksiyalardir.

Misal:

Gostorok ki, C,"(x,,x,,...,x,)=a sabit funksiyast primitiv rekursiv
funksiyadir.

1 (X, X, X,) = X,,

C, (1" (x,,%,,...,x,))=C, (x) =0,

S(C, (1" (x,, %5, X,)) = S(0) =1,

S(S(Cy (1" (x,, %, x M) =S (D) = 2,

S(S(S..S(C, (I, (X, %, X ))).)) =t .
il

a

a - natural odadini almaq iiciin S, C, vo 1" funksiyalarina superpozisiya
operatorunu totbiq etdik. Ona goro do ¢! (x,,x,,....x,)=a funksiyasi primitiv
rekursiv funksiyadir.

P(x,y)=x+y, P(x,y)=xy, P/(x,y)=x"funksiyalarina uygun
olaraq, sifirinci, birinci vo ikinci pillali funksiyalar deyilir.

1) Sifirmer pillali P (x,y) = x+ y funksiyas: primitiv rekursiv funksiyadir.

Ciinki,

P (x,0)=x=1(x)

{Po(x, y+1)=S8(F (x,y) =h(x,y,F(x,y))

P(x]) = S(P,(x,0) = S(x) = x +1

P(x2)=S(P(x)=S(x+D)=x+2

P(x,k+1)=S(P(x,k)=S(x+k)=x+k+1



2) PB(x,y)=xy funksiyas: primitiv rekursiv funksiyadir. Bu funksiyani
qurmagq ii¢iin agagidaki kimi primitiv rekursiya operatorunu yazagq.

{mx,m =0=g(x)

1
P(x,y+1)=PF(x,B(x,y)) =h(x,y,P(x,y)) ()

Gostarak ki, (1) miinasibatindo yazilmis primitiv rekursiya operatoru birinci
pillali funksiyani verir.

P (x,)) = Py(x, P (x,0) = P,(x,0) = x=1.x,

P(x2) = Py(x,P,(x,])) = Py(x,x) = x+ x = 2.x,

P(x3) = Py(x, P(x,2)) = P, (x,2x) = x+ 2x =3.x,

P(x,k+1)=P,(x, P(x,k)) = P,(x,kx) = x + kx = (k +1).x

Beloaliklo, (1) miinasibatindoki primitiv funksiya operatoru birinci pillali
funksiyani verir.

3) P(x,y)=x" funksiyast da primitiv rekursiv funksiyadir. Bunun iig¢iin
asagidaki kimi primitiv rekursiya operatoru yazaq.

{P2<x,o> =1=5(0) = g(x)
Pz(x,)""l) = })I(X’Pz(x’y))

(2)

Dogrudan da,

P,(x,1) = P (x, P, (x,0)) = P (x,) = x.1=x'

P,(x,2) = P,(x, P, (x,1)) = P,(x,x) = x.x = x°

P,(x,3)= P (x,P,(x,2)) = P (x,x*) = xx* = x°

P, (x,k+1) = P,(x, Py (x,k)) = P, (x,x*) = xx* = x**"!

Asagidaki primitiv rekursiya operatoru vasitosilo istonilon n-ci pillali

P (x,y) funksiyasini qurmaq olar.

{Pn (x,0)=1=g(x) 3)

P (x,y+D)=P_,(x,P,(x,y))

(3) miinasibatindon istifads edorak 3-cii pillali funksiyani quraq.

P(x0)=1=S(0) = g(x)



P(x,y+D)=P_(x,P(x,y))
Py(x,1) = Py (x, Py (x,0)) = P, (x,]) = x.1 = x'
Py(x,2) =P, (x,P;(x,]1)) = Py (x,x) = x*

Py(x,3) = P, (x, P;(x,2)) = P, (x,x") = x*"

Py(x,k) = P, (x, Py(x,k = 1)) = = }k
Gostorin ki, asagidaki funksiyalar primitiv rekursiv funksiyalardir.

X—y, X2 ) .
g Y , bu kasik forq funksiyasidir.

1) f(x,y)=x+y={0 i<y

X=y,x2y Ny . .
2) f(x,y)= ‘x — y‘ = , bu miitloq gqiymat funksiyasidir.
y—x, x<y
Lx>0 . )
3) Sgx)= 0. xo0 isara funksiyasi.

— Lx=0
4) Sgx)= { * -oks isaro funksiyasi.
, x>0



Miihazirs 8.Qismon rekursiv funksiva anlayisi

S, C,' vo I " funksiyalarindan har hans1 birina vo ya bu funksiyalara sonlu
sayda superpozisiya, primitiv rekursiya, yaxud minimallasma operatorlarinin
totbigi naticasindo alinan funksiyalara gismon rekursiv funksiyalar deyilir. Qeyd
edok ki, gqismon rekursiv funksiyalar sinfi primitiv rekursiv funksiyalar sinfinden

daha genisdir. Ciinki, hor bir primitiv rekursiv funksiya eyni zamanda hom do

qismon rekursiv funksiyadir. Ciinki, primitiv rekursiv funksiya S, C, va I

funksiyalarindan hor hansi birino vo ya bu funksiyalara sonlu sayda yalniz
superpozisiya vo ya primitiv rekursiya operatorunu totbiq etmoklo alinir. Qismoan
rekursiv funksiyalar hor yerds toyin olunmaya da bilor, amma primitiv rekursiv
funksiyalar hor yerds toyin olunub.

Qisman rekursiv funksiyalar sinfindo hor yerds toyin olunmayani da ola
bilor. Masalan,

f,y)=u(x+y+z=1), x>0, y>0
Bu funksiya har yerds toyin olunmayib lakin, qisman rekursiv funksiyadir.

Ciinki sifirincr pillali x + y funksiyasina minimallasma operatoru totbiq olunub.

Qismon rekursiv funksiyalara misallar gostorak.

1. Gostoarak ki, f(x,y)=x—y funksiyasi qisman rekursiv funksiyadir. Bu
funksiyan1 asagidaki kimi ifads eda bilarik.
x=y=p(y+z=x)
Buradan goriiniir ki, y+ z funksiyasina minimallasma operatorunu tatbiq
etdikdo x — y alimir. Yoni, x — y funksiyas1 y + z primitiv rekursiv funksiyasindan
minimallasma operatorunun vasitosilo alinir. Demsli, x—y funksiyasi gismon

rekursiv funksiyadir.

2. Gostarak ki, f(x, y)=£ funksiyas1 qismon rekursiv funksiyadir. Bu
y
funksiyan asagidaki kimi ifads edak.

£=ﬂxyz=m
y



ovval gostormisdik ki, yz birinci pilloli funksiya, primitiv rekursiv
funksiyadir. Yoni, onu primitiv rekursiv operatoru vasitosilo qurmusuq. Indi iso

homin birinci pillali y.z funksiyasi minimallasma operatorunun tatbigindon sonra

s cevrilir. Demali, il funksiyasi qismon rekursiv funksiyadir.
y

3. Tutaq ki, miioayyon f(x) funksiyasi primitiv rekursiv funksiyadir vo

a,,a,,...,a, mioyyon natural adadlordir. Onda

1°

gx)=f(x) —§g‘x—al‘ —gg‘x—az‘ — ... —§g‘x -a,

funksiyas1 gismon rekursiv funksiya olar. Ciinki, x#a,, i=1,n qiymatlorindo

g(x) funksiyasi hor yerdo toyin olunub. x=a,, i=1,n qiymotlorinds iso g(x)
funksiyasi ola bilar ki, hor yerds toyin olunmayib.

Belaliklo, har bir f(x) qismon rekursiv funksiyasi {iclin ixtiyari x=a
natural qiymotinds elo hesablama prosesi var ki, homin proses f(x) funksiyasini
f(a) odadina cevirir. Belo hesablama prosesi o zaman natico vermir ki, f(x)

funksiyast he¢ do hor yerds toyin olunmayib. Ona gors ds har yerds toyin olunmus
rekursiv funksiya anlayisi vermok lazim golir. Bu mogsadlo asagidaki kimi zoaif

minimallagsma operatoru anlayisini verak.



Miihazirs 9.Zsif minimallasma operatoru, Umumi rekursiv funksiyalar:

Asagidaki kimi zoif minimallagsma operatoru toyin edok:

e {M s 9gor M ,har yerds toyin olunubsa

yoxdur,yani tayin olunmayib.

Ogar M, miioyyan yerds toyin olunmayibsa, yani he¢ do har yerds toyin

olunmayibsa, Onda M ; -har yerds toyin olunub. Yazilisindan goriindiiyii kimi zaif

minimallasma operatoru adi minimallasma operatoru ilo 0 zaman eyni natico verir
ki, adi minimallasma operatoru har yerds toyin olunsun. Lakin adi minimallasma
operatoru he¢ olmasa bir noqtads toyin olunmayibsa, zoif minimallasma operatoru
biitiin yerlords toyin olunub. Ona gora do buna zoif minimallasma operatoru
deyilir. Lakin zoif minimallasma operatoru hor yerds toyin olundugundan o, adi

minimallagma operatorundan daha giicludiir.
Torif: S, C,' vo I" funksiyalarindan hor hansi birino vo ya bu funksiyalara

super pozisiya, primitiv rekursiya yaxud, zoif minimallagsma operatorlarinin sonlu
sayda totbiqi naticasinds alinan funksiyalara iimumi rekursiv funksiyalar deyilir.
Super pozisiya, primitiv rekursiya vo ya zoif minimallasma operatorlarini hor
yerds toyin olunmus funksiyalara totbiq etdikds yens do har yerds toyin olunmus
funksiya alinir. Ciinki minimallasma operatoru hor yerds toyin olunubsa, onun

noticasi zoif minimallagsma operatoru ilo eynidir. Digor torafdon, M, toyin
olunmadigda M ; toyin olunub. Demoli iimumi rekursiv funksiyalar hor yerds

toyin olunmus funksiyalardir. Digor torofdon agor qismon rekursiv funksiyalar hor
yerdo toyin olunubsa, o hom do iimumi rekursiv funksiyalardir. ©Oksina, har bir
imumi rekursiv funksiya har yerds toyin olunmus gismon rekursiv funksiyalardir.
Beloliklo asagidaki hokmii alirgq.
Teorem. Qismon funksiyanin iimumi rekursiv funksiya olmasi iiglin zoruri
vo kafi sort onun haor yerds toyin olunmus qisman rekursiv funksiya olmasidir.
Belaliklo, yekun olaraq deys bilarik ki, hor hansi bir prosesi oks etdiron

funksiya timumi rekursiv funksiya torifini 6doyirsa onda onun hesablama alqoritmi



var. Rekursiv funksiyanin torifini iso biz ciddi riyazi sokildo vermisik. Demali,

algoritmin torifi xeyli doeracads dagiglosmis oldu.



Miihazirs 10.Kiitlovi masala. Tacir va canta masalalari.

Biz yuxarida Oyrondik ki, hor hansi bir problemi (prosesi) oks etdiron
funksiya rekursiv funksiya olarsa onda homin problemin hall alqoritmi var. Oks
halda Klini-Cer¢ tezisino gora o problemin hall alqoritmi yoxdur. Qeyd edak ki,
miioyyan problemin holl alqoritminin oldugunu gostormok halo onu hall etmok
demok deyil. Burada on birinci sual olarag homin alqoritmin hansi1 miiddatdo
yering yetirilmasi ¢ixir. Ona gora do masalalor siniflors boliiniir. — “asan hall
olunanlar”, “cotin hall olunanlar”. Bu iki anlayisi doqiglesdirmak ii¢iin har seydon
avval biza lazimdir ki, masalo nadir?, miirokkablik nadir?, suallarina cavab verak.

Kiitlovi masala dedikds, iimumiyyatls elo bir iimumi sual basa diisiiliir ki,
ona cavab vermak lazimdir. Bu kiitlovi masaladir. Har bir kiitlovi masalo adaton
cox sado parametrlordon asili olur. Homin parametrlora konkret qiymot vermoklo
Alinan moasalaya fordi masalo deyilir. Biz bundan sonra kiitlovi masaloni IT, fordi
masaloni i1so [ 1lo isara edoacayik. Moasaloni yazmaq iigiin asagidaki formadan
istifados edacayik.

1. Homin masalonin parametrlorinin siyahisi.

2. Sualin elo sokildo tortib olunmasi ki, o sualin cavabr mosoalonin hoalli

olsun vo ya, xassolarin elo ifado olunmasi ki, oradan masalonin halli
alinsin. Bu kiitlovi masalonin yazilis formasidir.

Sonralar miiraciot edocoyimiz asagidaki iki kiitlovi masoloni yazaq.

1. Tacir masalosi.

Verilmis soharlor vo onlar arasindaki mosafoys goro har hansi bir sohardon
baslayib har bir sohords yalniz bir dofa olmagqla baslangic sohara qayidan on kicik
uzunluglu marsrutun tapilmasi masalasi tacir masalosi adlanir.

1) n dend c¢,c,,..,c, soharlari, onlarn istonilon ikisi arasindaki d(c;,c;)

[ # j mosafasi verilib.

2)Elo P1),P(2),...,P(n) ardicilligt tapin ki,

n—1

;d(cp(i),cp(m)) +d(c,,c,,,) comi minimal olsun.



Qeyd edak ki, yuxarida yazilan kiitlovi tacir masalasidir.

Bir fordi tacir masalasi yazagq.

Tutaq ki, ¢,,c,,c;,c, soharlori, d(c,,c,) =10, d(c|,c;) =5, d(c¢;,¢,) =9, d(c,c,) =6,
d(c,,c,) =8, d(cy,c,) =3 masafalari verilib. Baxdigimiz fordi tacir masalasinin halli
(¢,,c,,c,,c,) marsrutudur vo onun uzunlugu 26-dir.

2. Canta masalasi.
Turist safore hazirlasarken giymatlari ¢,,c,,..,c, vo ¢okilari uygun olaraq
a,,a,,..,a, vahid olan predmetlordon elolorini 6z cantasina yigmalidir ki, onlarin

Umumi ¢okisi turistin gotiira bilocoyi b ¢okisindon ¢ox olmasin, eyni zamanda
imumi maksimum qiymats malik olsun. Bunu masals formasinda tasvir edok.
1) ¢,c,,...c,, a,,a,,..,a, vo b miisbat odadlori verilib.

2) Elaikilik X = (x;,x,,...,x,) vektoru tapmali ki, y ax, <b sortini

j=1

0domaoklo Zn:c‘ixj - maksimal giymat alsin.
=1

Fordi ¢anta masalasi yazagq.

Tutaq ki, n=7, ¢, =10, ¢,=8, ¢,=15, ¢,=5, ¢,=9, ¢, =15, ¢, =3,
a=4,a,=2,a,=3,a,=1,a,=5,a,=2,a,=3,b=8

f =10x, +8x, +15x,+5x, +9x, +15x, + 3x, — max olsun.

4x, +2x, +3x, +1x, +5x, + 2x, +3x, <8 0Odonilsin.



x,€{0,l}, x, =1v0, j=1m.

Bu mosalonin optimal holli x=(0111010). f_ =43.



Miihazirs 11. Masalonin oiciisii. Polinomial va eksponensial alqoritmlar.

Onlarin_zamana vJ siirata gora miigayisasi.

Hor bir masaloni tasvir etmak ii¢iin onun parametrlorini miisyyan “kodlasma
sxeminda” yazma lazimdir. Homin kodlagsma sxemi iimumiyyatlo yegana qaydada
toyin olunmur. Har bir masolo 6z 6lciisii ilo xarakterizo olunur. Ol¢ii dedikda
halalik masaloni xarakterizo edon asas komiyyat nozords tutulur. Masalon, ¢anta
masalasinda machullarin say1 olan n .

Secilmis kodlasma sxemino goro masaloni tosvir edarkon alinan simvollarin
maksimal sayina masalonin Olciisii deyilir.

Yuxarida yazdigimiz tacir masalasi iiciin asagidaki kodlasma sxemi verak.

K ={c,[,1,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Onda baxdigimiz masalonin giris uzunlugu asagidaki yazilisdaki simvollarin
sayidir.

c1], c[2], [3], [4],/10,5,9 /6,8//3

Yoni bu masalonin giris uzunlugu 34-diir. Masslonin dlciisii dedikdo homin
masaloni tosvir edorkon lazim golon giris uzunluglarinin oan boyliyii gotiirtiliir.
Bundan basga bizo sonralar masalonin “zaman miirokkobliyi” anlayis1 da lazimdir.
Zaman miirokkobliyi dedikds, masalonin Olciisiindon asili elo funksiya basa
diisiiliir ki, homin funksiya masalonin hallino lazim golon omaliyyatlarin on pis
halda maksimal sayr olsun. Qisa desok, masalonin zaman miirokkobliyi homin
masalonin halling sorf olunan omoliyyatlarin (hesabi, mantiqi vo s.) maksimal
sayidir.

Ogor dc >0 varsa ki, ixtiyari n natural adadi iigiin ‘ f (n)‘Sc‘g(n)‘ sorti
Odonilirso onda deyacoyik ki, f(n) funksiyast g(n) tortibdondir. Yoni,
f(n)=0(g(m)).

Ogor f(n) funksiyast miioyyan bir masalonin hall algoritminin zaman
miirokkabliyini gostarirss vo homin n Olgiisiindon asili olan els bir P(n) polinomu
varsa ki, f(n)=0(P(n)) sorti Odonilsin, onda deyirlor ki, baxilan alqoritm

polinomial zaman miirokkabliyino malikdir. Buna biz qisa olaraq, polinomial



algoritm deyacayik. Bagsga sozlo polinomial alqoritmlorin zaman miirokkabliyi,

yani amoliyyatlarin maksimal sayr miioyyon P(n) polinomundan ¢ox deyil. Ogor
zaman miirokkobliyini gostoron f(n) funksiyasi f(n)=0(P(n)) sortini 6domirsa,

homin alqoritma eksponensial alqoritm deyacoyik. Polinomial zaman

miirokkobliyino malik alqoritmlors uygun masalolor, “asan holl olunan”,
eksponensial zaman miirokkoblikli algoritmlora uygun masalalor iso “¢otin hall
olunan” masalalor adlanir. Asan hall olunan mosalalar sinfini P, ¢otin holl olunan
masalalari iso NP - tam il isara edacayik.

Polinomial vo eksponensial alqoritmi miiqayiso etmok {iciin asagidaki
cadvali qururug.

Forz edok ki, miioyyon masinin siirati saniyodo 10° amoliyyatdir. Polinomial

va exsponensial alqgoritmlori zamana gora miiqayise etmak iiciin asagidaki cadvali

dolduragq.
¥ (Z) 10 20 30 40 50 60
0.00001 | 0.00002 | 0.00003 | 0.00004 | 0.00005 | 0.00006
" san san san san san san
- 0.0001 0.0004 0.0009 0.0016 0.0025 0.0036
san san san san san san
. 0.001 0.008 0.027 0.064 0.125 0.216
san san san san san san
s 0.1 3.2 24.3 1.7 5.2 13
san san san doq dag dogq
) 0.001 1 17.9 12.7 367 366
2 san san san giin il osr

Ciinki,




40 10 12
1) 2 _@)_10 =10% san

100 10 10°

10° 10’ dod .= 10° _10% 10* 10000 100

2) s = 12.7 giin va s.

— 9q.= = saat = =
60 6 6.60 36 36.24 800

Cadvaldon goriiniir ki, polinomial zaman miirokkobli alqoritmlora uygun
masalalarin Olgiisiiniin artmast masalonin hall zamaninin yerina yetirilon olaraq
artirir. Lakin, exsponensial zaman miirokkaoblikli algoritmlorin tolab etdiyi zaman
masalonin Ol¢iisiiniin artmasi ilo eksponensial olaraq artir. Yoni, homin masalalari
real zaman miiddatindo holl etmok miimkiin deyil. Iqtisadiyyatda vo ya texnikada
elo moasalalor var ki, (tacir, ¢anta vo s.) onlarin halli {i¢iin halalik polinomial
miirokkobliys malik alqoritmlor tapilmamisdir. Lakin bu masalalorin halli ii¢iin
effektiv riyazi {isullar tapilmamasina baxmayaraq bolko yeni daha siirotli
kompiiterlor yaradilsa bu masalolor hall oluna bilor? Bu maogsadle asagidaki
cadvali dolduraq.

Komputerlarin siiratinin artirilmasinin masslonin Ol¢iisiiniin artmasina tasiri.

Miiasir kompiiter | 100 dofa siiratli kompiiter | 1000 dofs siiratli kompiiter
n N 100 N 1000 N
n’ N, 10 N, 31.6 N,
n> N, 4.64 N, 10 N,
2" N, N,+6.64 N,+9.87




Miihazirs 12.Taqribi (lokal) alqgoritmlar. Canta va Tacir masalalari ticiin

togribi algoritmlor:
Cadval bir daha gostordi ki, ogor golocokda indikindon 100, 1000 dofo

stiratli kompiiterlor yaradilsa homin kompiiterlar vasitasilo polinomial alqoritmlarin
Olciisii indikindon dofalorlo ¢ox olan moasalalor holl edor. Lakin golocokda
indikindon 1000 dofo siiratli kompiiter yaradilsa da onlarin hall etdiyi masalonin
Olciisii miiasir kompiiterin hall etdiyi masalonin dl¢iisiindon bir ne¢o vahid cox
olar. Demali, bozi masalalorin effektiv hall iisullarinin tapilmamasi vo ya bu
masalalarin golacokds daha siiratli kompiiterlarla hall oluna bilmomasi onu gostarir
ki, garsiya ¢ixan masalalar icarisindon asanlari oldugu kimi ¢atinlori do olmalidir.
Ona goro do mosalolori sinifloro bolmok zorurioti  meydana c¢ixir. Zaman
miirokkabliyi polinomial olmayan masalalarin optimal hallinin tapilmasi ciddi elmi
vo texniki problem olduguna gora vo eyni zamanda iqtisadiyyatin tolabatini
0domok ii¢iin homin masalalarin toqribi hall algoritmlari islonib hazirlanir. Belo
togribi hall alqoritmlari masalonin mahiyyatine uygun olaraq hazirlanir.

Belo alqoritmlarin yaradilmasinda asas magsad siiratlo isloyan vo optimal
haldan ciddi fargloanmayan hall vers bilan iisullarin islonmasidir. Asagidaki kimi

canta masalasi yazib onun toqribi hall alqoritmini yazin.

cx, +c,x,+...+cx —>max (1)

ax +a,x,+..+ax <b 2)

x,=1v0,j=1n 3)
Burada iimumiliyi pozmadan gobul edirik ki,

C71>C72> >cin
a a,

Q

n

sortlori donir. Masalon,

7x,+10x, +15x, + 6x, +8x, +12x,+9x, +3x, = max
2x, +3x, +4x, +2x, +5x, + 6x, +3x, +2x, <10

Bu masolaya asagidaki igtisadi interpretasiya verak:



Tutaq ki, n dono obyektdan har birini istifads etmak ii¢iin ya sec¢a bilarik ya

da se¢gmorik. Ogar j-cu obyekt segilorso onda a; vahid xarc ¢okilmalidir vo bu
zaman c; vahid galir aldo olunmalidir. Bu lahiyanin hoyata kegirilmasi ii¢tin b

miqdarda vasait ayrilib. Masala bela qoyulub ki, els obyektlar secilsin ki, onlara
cokilon imumi xarc ayrilmis b veasaitindon ¢ox olmasin vo bu zaman alds olunan
golir maksimal olsun. Bu masslonin hall alqoritmini asagidaki miilahizs asasinda
qururug.

Tutaq ki, j. ndmrali obyekti segirik.a . qadar xarc ¢okmali, ¢,. gadar galir

oldo olunmalidir.

Aydindir ki, bu zaman vahid xarce diigon galir S olar.

]‘*

Buradan goriiniir ki, elo j, nomrali obyektiv secmak lazimdir ki,

Sorti 6dansin. Bizim mosalode —+>—22>..2> S sarti ddondiyindon
masalonin toqribi hallini asagidaki kimi yaza bilarik.

j-1
1 ogor ajsb-zlaixi
i~ i=1

0, oks haldaj=1,2,...,n
Misal:

Tx, +10x, +15x, + 6x, +8x, +12x, +9x, + 2x, — max
2x, +3x,+5x,+2x, +4x,+Tx, +6x, +2x, <9
x=Lx,=1L,x,=0,x,=Lx,=0,x,=0,x, =0, x, =1
x=(11010001)

flx)=25

(1)=(3)-do (3)-i 0<x, <I ilo ovaz etdikds alinan kosilmoz mosalonin

X =(x1,...,x,) optimal halli asagidaki diisturla tapilir.



j-1
1 ogor a; Sb-Zaixi

i=l

i S i S
X; = (b—zl“aixij/aj sgaraj>b—2aixi k= j

i=1

0, j=k+1Lk+2,...,n j=1n

Tapilan halli yuxarida nazars alsaq, optimal halli

f= Zn:cjx_j
A
f* S fmax S 7
aliriq.

}z(l,l,%,o,o...()) ?=7+10+15§=29 f=25 25<f™ <29

Tacir masalasinin halli iigiin togribi alqoritmi yazaq. @ ={1,2,...,n} soharlor

coxlugu, n - soharlorin sayidir. Hor hans1 j, € @ geyd edak. (Adaton j, =1 gobul

edilir)
mind(c,...c;)=d(c; ..c;), o=w\{j}.
jew
mind(c;.c;)=d(c;..c;), wo=a\{],}.

jew

min d(cj,.c;)=d(c;,..c;,),

jew
Bu proses @ # 0 olana kimi davam edir.
Noticads aldigimiz ( j., j,,..., j,,) ardicillig: tacir masalasinin toqribi halli olar.
Biz canta va tacir masalalari iiciin toagribi hall alqoritmlari yazdiq. Bu alqoritmlor

hor addimda on yaxs1 garar gabul etmok prinsiping asaslanmisdir. Bela alqoritmlars

lokal alqoritmlor da deyilir.



Miihazirs 13. Taninma moasalasi, onun standart yazilis formasi, misallar.

Masalalari siniflora bolmak iiciin homin masalalori taninma masalalori kimi
yazmagq lazimdir. Umumiyyotlo ” NP - tam - liq nozoriyyasi taninma masalolori
tizorinda qurulur. Taninma masalasi dedikds iso cavabi yalmz “Ho” ya da “ Yox
”” olan masalalar basa diisiiliir. Hor bir IT taninma masslasi 2 ¢oxlugla toyin
olunur.

1 ) Biitiin miimkiin olan fordi D, masalolor ¢coxlugu.

2 ) Cavabi yalmz “H9” olan Y, fordi masalalar ¢oxlugu. ¥, < D,

Biz bundan sonra masaloni tasvir etmayin standart formasindan istifads edacayik.
Bu forma 2 bondls toyin olunur.

I. Bond: Birinci bondds mosalonin sorti miixtolif komponentlor termini ilo
verilmoalidir. Bu bondi Sort: kimi isars edacayik.

IT. Bondi Sual kimi isaro edoacayik. Sual boandinds sortin yazildigi komponentlor
terminind gora elo formada sual tortib olunur ki, bu sual yalmz vo yalniz 2

cavabdan birino malik olmalidir. “Ho* , ya “Yox”. Hor bir fordi masalo D,

coxluguna yalmiz vo yalniz o zaman daxildir ki, mosalonin standart formada

tosvirindo parametrloro konkret qiymatlor qoyula bilsin. Fordi mosalo o zaman Y,

coxluguna daxildir ki, standart formada onun yazilisinda cavab yalniz “Ha” olsun.
Bir ne¢a misal gostarak.

I. Alt grafik izomorflugu — taninma masalasi.

(Topalar kimi tasvir olunmus noqtalar va bu noqtslari birlagdiren tillor adlanan

ayrilardan ibarat tortibat qraf adlanir). Qrafi G(V, E) ilo isars edirlor. Burada V -
topalar coxlugu, E - tillar coxlugudur.

). Sort: G, =G,(V,,E)) va G, =G,(V,,E,) qraflan verilmisdir.

2). Sual: G, grafi G, grafina izomorf olan altqraf saxlayirmu? O zaman deyirlor ki,
G, grafi, G,qrafiilo izomorfdur asagidak: 2 sort 6donilsin.

1. AV'eV, E'e E topalar va tillar ¢oxlugu var ki,

V=,

El\ =|E,|

9

olsun.



2.Elo qarsiligh birgiymatli f:V, - V' funksiyasi olsun ki, (u,v)€ E, oldugda
(f @), f()e E' olsun.

II. Tacir tanima masalasi

D). Sert:  ¢,,c,,...,c, soharlori, onlarin istonilon ikisi arasindaki d(c,,c;,) (i # j)

2% ™n
masafolori vo miioyyan miisbot B adadi verilmisdir.

2). Sual: Elo P(1),P(2),...,P(n) ardicilligr varmu ki,

n—1

DA€ iy 5 € piany)) + A (C s € iy ) S B

i=1
Qeyd edak ki, tacir taninma masalasi ilo tacir masalasi polinomiyal ekvivalentdir.
Ciinki B adadini on azi bir vahid azalda - azalda sonlu real addimdan sonra an
kicik masurutu tapa bilarik.

III. Canta- taninma masalasi.

). Sort: ¢,c,,..,c, , a,,a,,..,a,, b vo M misbaot tam odadlari verilmisdir.

PEREE R )
2). Sual: Ela ikilik X =(x;,x,,....x,) vektoru varmu ki,

n

sartlori ddansin.



Miihazirs 14. 9lifba, soz va dil. Kodlasma sxemi. L(I1,¢) -dili

NP-tamliq nozoriyyoasinin taninma masalalori iizorindo qurulmasi onunla
olagodardir ki, taminma masalolori  onlart tosvir etmoyin olverigli formal
ekvivalentino malikdir.

Umumiyyotlo hesablama nozoriyyoesi iisullarim1  dyronmoyin belo formal

ekvivalenti dil adlamr. ) (sigma) ilo miioyyon sonlu simvol ¢oxlugunu isaro

edok. Bu ¢oxluga olifba deyocoyik. > olifbasinin simvollarindan diizelmis biitiin
miimkiin sonlu uzunluglu zoncirlor coxlugunu Z -lo  gostarak. Z sOzlor

coxlugunun istonilon alt coxluguna dil deyilir.

Masalon: Olifba olaraq Y = {0,1} gotiirak.

> '=1{4.(0).(1).(01),(111),(011),(110)}
L={0),(011),111)}

Hor bir taninma masalasi ila dil arasinda uygunlug miioyyan bir kodlasma

sxemi vasitosilo hoyata kecirilir. Hor bir II taninma masalasinin e kodlagsma
sxeminda yazilis1 homin masalonin s6zlor coxlugunu 3 sinfo boliir:

I. IT taninma masalasinin kodlart olmayan sozlor coxlugudur.

II. ITtanminma mosslasinin kodlart olan ela sozlor ¢coxlugudur ki, onlar “yox”
cavabina gatirir.

III. ITtaninma masalasinin kodu olan elo sozlordir ki, masalo bu sozlarlo ifado
olundugda “Ha” cavabi alinir.

Bu 3 sinif sozlor coxlugundan diizalan dilo L(I1,e) dili deyilir.

* . . .
z —olifbasinin sozler coxlugudur;

LI e) = {x e>

x€ Dp; e, I meselesinin kodudur; I € Yy

Biz 0 zaman hor hansi IT" mosalosinin mona kosb etdiyini deyacoyik ki,
homin masalo miioyyan e kodlasma sxemindo L(IT,e)dilinin sozlorinds yazila
bilsin.

Mosoloni L(IT,e) dilindo yazmagq isin bir torafidir. Digor torafdon, masalonin

zaman miirokkabliyini miioyyanlosdirmak licin bu mosalonin  kodunun



uzunlugunu gostoron har hansi funksiya daxil etmok lazimdir. Bu funksiya har bir
IT masalasini miisbat adadlor coxluguna inikas etdirir.

Bu funksiya Lenght : [I]— z* kimi yazilir vo uzunluq funksiyasi adlanir. Hor
bir [ fordi masalasi liclin yazilmis uzunluq funksiyast homin masalonin kodunun

uzunluguna polinomial ekvivalent olmalidir. Burada polinomial ekvivalentlik

dedikds asagidakini basa diisiiriik.
Secilmis e kodlagsma sxeminds yazilan har bir / taninma masalasi iigiin elo

P va P’ polinomlari olmalidir ki, I masalasinin x kodu
Lenght [I]1< P(‘x‘) V'
x| < P'(lenght [11)
sortlorini 6dasin. Uzunluq funksiyasina misallar gostorak.

1. Foardi tacir masalasinin uzunluq funksiyas: asagidaki kimidir:

lenght [I]=n+log, B +log,{max d(c;,e;)}
l’j
2. Canta tacir masalasinin uzunluq funksiyasi asagidaki kimidir:

lenght [I]1=n+ [log2 B]+ [log2 M]+ [logz{max d(ci,aj)}} .
j



Miihazirs 15. Diisiiniilmiis vo standart kodlasma sxemi. Diizgiin qurulmus

SOZ.

Qeyd edok ki, har bir fordi taninma masalasini miioyyan dildo yazmagq ii¢iin
hokmon miioyyon e kodlagsma sxemi se¢cmok lazimdir. Har kosin se¢diyi kodlagsma
sxeminin homiso miioyyon iistiinliiklori vo catismazliglari olur. Ona gora do
“diisiiniilmiis kodlagsma sxemindon™ istifado olunur. Hor bir diisiiniilmiis kodlagsma
sxemi hokmon asagidaki 2 xassoya malik olmalidir.

1. Yigcamliq xassosi.

2. 9ks kodlagsmaya malik olmag.

Ogar 1-ci xasso pozularsa, onda hor hansi ¢atin hall oluna bilon masals siini
olaraq asan hall olunana cevrilar.

2-c1 xassaya gora har bir masalonin kodu polinomial miirokkabliklo dlciilon
zaman miiddatinda agila bilmalidir. Basga s6zlo, az bir miiddatds verilon kodda na
yazildigini aydinlasdirmaq miimkiin olmalidir.

Qeyd edak ki, hor bir diisiiniilmiis kodlasma sxemi do hamu torsfindon bir
monali qarsilanmir. Bu mogsadls standart kodlasma sxemindan istifads olunur.

Hor bir standart kodlagsma sxemi ¥ ={0,1,—,[,1,(,),} olifbasinda yazilmis kodu
“diizgiin qurulmus s0z”’-9 cevirir. Diizgiin qurulmus soz iso rekursiv olaraq
asagidaki kimi toyin olunur.

1) Hor bir £k tam odadinin O vo 1 — lordon ibarat s6z kimi baxilan ikilik

yazilist homin & tam adadini tomsil edon diizgiin qurulmus sozdiir.

2) 9gor mildyyon x sozii hor hansi k& tam odadinin diizgiin qurulmus
sOziidiirs9, onda ad, sorh kimi baxilan [x] da diizgiin qurulmus sozdiir.

3) 9gor x,,X,,...,x, yazilislart miioyyon X, X,,...,X, obyektlorinin uygun
diizgiin qurulmus sozlordirso, onda (x,,x,,...,x,) yigim da < X, X,.... X, >
ardicilliginin (coxlugunun) diizgiin qurulmus sozii olar.

Beloliklo, masalalori tosvir etmok {iiciin yuxaridaki W olifbasina asason

standart kodlasma sxemindoan istifads olunur.

Diizgiin qurulmus sozlora misallar gostorak.



1. Hor bir r=2 rasional adadi miloyyan (x,y) ciitii kimi diizgiin qurulmus
q

s0zo kodlagir. Burada ©OBOB (p,g) = *1. x - p tam odadinin, y - ¢ tam

adadinin diizgiin qurulmus soziidiir. Masaslan:
% =(011,101)

2. Sonlu f funksiyas1 (U,U,,...U ) =V, ((x,9),(x,,)(x,,¥))

soklinds diizgiin qurulmus s6zs kodlasir.

Burada x, (i=1,n), U,(i=1,n) obyektlorinin, y. iso f(U,)e V obyektlorinin

diizgiin qurulmus soziidiir. Masalon:

x| 11213 ((001,011), (010, -010),(011,100))

3. Har bir G =G(V, E)graft miiayyan (x, y) ciitii kimi diizgiin qurulmus s6zo
kodlasdirilir. Burada x - V topalar ¢coxlugunun, y iso E tillor ¢coxlugunun

diizgiin qurulmus soziidiir. Aydindir ki, y ciitlor soklindadir.



Miihazirs 16. Birlentli Determinik Turing masim (D. T. M.), onun issxemi,

misal
Biz moasoloni diizgiin qurulmus s6z soklinds standart formada yaza bilorik.

Homin maosalonin hoallini tapmaq {iiciin aydindir ki, bizo miioyyon hesablama
aparatinin modeli lazimdir. Belo nazori model olaraq birlentli D. T. M.-1 6yronak.
Determinik Turing masini asas 3 elementdon ibaratdir.

1. Idarsetmo qurgusu

2. Oxuyan yazan bashq

3. Lent

Idaroetmo qurgu

‘// Oxuyan-yazan basliq

lent

Idareetmo qurgusu — sonlu voziyyatlor coxluguna malik olmalidur.

Oxuyan yazan basliq — iizorindo dayandigi xanadaki simvolu oxuya bilor,
yaxud onu silib yerina yenisini do yaza bilar.

Lent — hor iki torofa sonsuz uzanmagqla tam adadlarlo ndmralonmis xanalardan
ibaratdir vo hor bir xanaya yalniz bir simvol (0,1,5) yazila bilar.

D. T. M. 6ziiniin M programu vasitasila islayir. (Bundan sonra biz M D. T.
M. program deyacayik.) Har bir belo M proqramu 3 hissadan ibaratdir.

I. Sonlu I' simvollar coxlugu. Buna Lent olifbas1 da deyirlor. >(> cTI') giris
simvollar1 ¢coxlugu vo b(b =T'\Y) bos simvollar.

2. Sonlu Q vaziyyatlar ¢oxlugu. Burada baslangic ¢, vaziyyati vo yekun ¢,.q,

vaziyyatlari ayrica geyd olunur.

3. 6 kegid funksiyasi 6:(Q\{g,.qy}) x> QO xTx{-1:1}

Masalon: 6(q,5)=(q",s-1).



Aydindir ki, 6 funksiyas: iki yerli, ii¢ qiymotli funksiyadir. M programi
verildikdo har bir D. T. M. asagidaki gaydada isloyir.

ovvalco baxilan masalonin x sozi lentin 1,2,..., xanalarina hor birina bir

X|
simvol olmagla yazilir. Bu zaman masinin vaziyyati baslangic ¢, voziyystindo
olur, oxuyan-yazan basliq iso bir nomrali xananin iizorindo dayanir.

D. T. M.-1n is sxeminin bir addimini izah edok.

Tutaq ki, magin ge Q miidyyan vaziyyatindadir. Ogoar g=¢, Vo ya g=gq,
olarsa, masinin isi dayanir. Birinci “Ho” cavabu ilo, ikinci “Yox” cavabr ilo. Oks

halda, yoni cari ¢ vaziyyati liciin ge Q\{q,.q,}. Bu zaman oxuyan-yazan bashq

tizorindo dayandigr xanadaki S simvolunu oxuyur. Beloliklo, 6 kecid
funksiyasinin ¢ vo § arqumentlori malum olur. Homin funksiyanin qurulusuna
gora tutaq ki,
8(q.8)=(q’,5",1)
Burada A=-1 vo ya A=1 olmalidir. Bu zaman cari voziyyat ¢ olur, oxuyan-
yazan bashq iizorindo dayandigi xanadaki simvolu silib onun yerino S simvolu

yazir vo A=-1 olsa bir xana sola, A=1 bir xana saga ¢okilir. Yenos do agor ¢'=g¢,

va ya ¢’ =gq, olsa hesablama prosesi dayanir. Oks halda proses yuxaridaki qaydada

davam edir.

D. T. M.-ds hall etmak ii¢iin asagidaki misala baxaq:

(Verilmis natural adadin dordo boliinmasi masalosi).

1. Sort: N natural adadinin x ikilik yazilis1 verilmisdir.

2. Sual: x adadinin sonuncu 2 rogomi sifirdirmi?

(©dadin ikilik yazilisinda son iki rogomi sifira barabor olarsa homin odad
dords boliiniir vo tarsing).

r={01b}, Y={01}, x=(10100)

0={44.91-9,-95-9,-9y} 9(q.S) funksiyasin agsagidaki cadvallo toyin edak:



0 1 b

9 (QOaOal) (QO’171) (QI’b’_l)

q, (QQ,b,—l) (q5,b,—-1) (qy.b—1)

9 (Qy’b’_l) (QN’b’_l) (QN’b’_l)

qs (qN’b’_l) (qN’b’_l) (qN’b’_l)
9, b b 110[1]01]0 b 5(‘]0’1) =(q,,LD)

1 2 3 4 5 6
9 b b 1 0 1 0 0 b 5(Q0’0) = (QO’O’D
9, b b 110[1]01]0 b 5(‘]0’1) =(q,,LD
9 b b 1 0 1 0 0 b 5(‘]0’0) = (‘Zo’o’l)
dy b | b |1[0[1[0[0]05b 8(g,,0) = (¢,,0,1)
9 b | b | 110|100 0»b 6(qy.1) = (q,,b,~1)
q, b |bp | 1|0[1[0|0]|D 6(¢,,0)=(q,.b.~1)
a, b | b |1|0[1]0]|b]|ob 6(q,,0)=(g,.b.=1
q, b b 1101 |bl|b| b
Beloliklo, yazdigimiz M

cavabinda dayandi.

programmast 8 addimdan sonra “Ho”



Miihazirs 17. 1, -dili, 7, (») -zaman miirskkabliyi vo P -sinfi.

Ogor)  simvollarindan diizolmis x sozini M D.T.M programmasinin
girigino verdikdo hesablama prosesi ¢, yoni “Ho” cavabinda basa c¢atarsa onda

deyirlor ki, M D.T.M progrgmmast x soziinii gobul edir. M D.T.M

programmasinin qabul etdiyi x sozlorindon diizelmis dils L,, dili deyilir. Yoni,

LM = {xez

Verilmis x s6ziinii D.T.M-in girisino verdikds onun dayandigi vaziyyoto

M.D.T.M. — programu x stizunu;
gobul edir.

godor olan addimlarin sayma M D.T.M progqraminin x sozii iigiin tolob etdiyi
zaman deyilirr M D.T.M programmasinin zaman miirokkobliyi iso T,,(n) ilo isara

olunur va

dxe X sozu var ki, x =n va

T, (n) = max{ m M.D.T.M. programinin onu qobul

etmoya tolab etdiyi zaman m — dir.

Ogor Vv, natural ododi iigin 3,, polinomu varsa ki, 7,(n)<p(n) sorti

Odonilsin. Onda deyirlor ki, baxilan M D.T.M programi polinomiyal zaman
miirokkobliyino malikdir.

Beloalikla biz vacib sinif olan P sinifina torif vera bilarik.

polinomial zaman murakkobliyi
P=< L |eloM.D.T.M. programi var ki, onun
tanitan1 L, dilleri §zgn L=L,,
Goriindiiyi kimi P diller sinfi dedikds polinomyial zaman miiddatinds “Ha”
cavabina gatiron sozlordon diizolmis dil basa diisiiliir. Biz o zaman deyacayik ki,

miloyyon kodlagsma sxeminds yazilmis ITmasalosi P sinifino daxildir.,, onun

yazildigr L(I1,e) dili ii¢iin L(I1,e)e P olsun.



Miihazirs 18. Qeyvri-Determinik alqgoritm.

Qeyri-Determinik Turinqg Masini.

Ikinci vacib sinif olan NP sinfino torif vermok iigiin geyri- determinik
hesablama vo qeyri-determinik alqoritm anlayisindan istifads etmaliyik. Hor bir
geyri-determinik hesablama iki morholodon ibaratdir. 1-ci morhslodo baxilan
masalonin halli ola bilon miioyyan struktura intuitiv olaraq toxmin olunur. 2-ci
morholods 1so toxmin olunmus strukturanin dogrudan da baxilan masalonin halli
olub-olmadig1 yoxlanilir. 9gor yoxlama moarhslasinin cavabi “Ha” olarsa, onda hall
prosesi basa catir, oks halda 1-ci marhsloys qayidilir vo basqga bir struktura toxmin
olunur. Aydindir ki, bu proses an pis halda biitiin variantlara baxildigdan sonra
basa cata bilor. Qeyri-determinik hesablamani yerino yetiron alqoritm geyri-
determinik alqoritm adlanir. Qeyri-determinik algoritmin is sxemi tacir masalasi
tizorinds izah edok. N sohorlori vo onlarin ixtiyari 2-si arasindaki masafoalori vo
B miisbat adadi verilmisdir. Uzunlugu 1-ci morhalads har hansi sohaorlor ardicilligy
toxmin olunur. 2-ci morholods toxmin olunmus strukturun dogrudan da B-don
boylik olub-olmamas1 yoxlanilir. ©gar yox marhslasinde bu ardicilligin uzunlugu
dogrudan da B —don boyiik olmazsa, onda hall prosesi basa ¢atir. 9ks halda 1-ci
morhaloyo qayidilir vo basqa 1 ardicillig toxmin olunur. Bu proses biitiin
variantlara baxildigdan sonra basa cata bilor. Qeyri-determinik alqoritmds haor
hans1 7 fordi mosolosi o zaman holl olunur ki, homin masolo {iclin miioyyon

S strukturunu tapib (7,S) ciitliiyiinii alqoritmin girisino verdikdo “Ho” cavabi
alimsin. Basqa s0zlo desak, biz 0 zaman deyacayik ki, 7e D, fordi masolasi geyri-

determinik alqoritm vasitasilo hall olunur. Asagidaki 2 sort 6danilsin

1. Ogor IeY, olarsa, onda elo bir § strukturas: var ki, onu toxmin edib (7, 5)
ciitini.  geyri-determinik  alqoritma verdikds onu yoxlama morhalosi “H9”
cavabinda qurtarsin.

2. Ogar I¢Y, deyilss, onda elo § strukturasi yoxdur ki, onu toxmin edib (7,S)

clitiinii geyri-determinik alqoritma verdikds “Ho” cavabi alinsin.

Qeyri-determinik algoritmin iki vacib xiisusiyyatini geyd etmok lazimdir.



1. Qeyri-determinik alqoritmin yoxlama morholasi determinik, yoni
polinomial miiddatds bas verir. Basqa sozlo desak, biz dedikds ki, geyri-determinik
algoritm polinomial zaman miirokkabliyino malikdir, onu basa diisiiriik ki, hor
hanst 7 <D, fordi mosalosi ligiin yoxlama morholasinin zaman miirokkabliyi
P (length[i]) polinomu ilo mohdud olsun. Digar torafdon masalonin halli ola bilacak
S strukturasini, birinci marholado neco tapilmasi, bizi maraqlandirmir. Belaliklo,
biz polinomial zaman miirokkoblikli geyri-determinik alqoritm dedikdo yalnmiz
yoxlama morholasinin polinomial miiddotds aparilmasim basa diisocoyik, Yoni
baxilan masalonin polinomial miiddstds hall olunmasi burada hokm olunmur.
Ikinci vacib xassosi iso asagidakilardan ibaratdir. 2 masaloyo baxaq.

I masalo

1 sort. Miiayyon I masalasi verilmisdir.

2 sual. Dogrudurmudur ki, I masalasi ii¢lin x strukturasi ddanilir?
II masala.

1 sort. I fordi mosalosi verilmisdir.

2 sual. Dogrudurmudur ki, I masalasi iiciin x strukturasi ddonilirmi?
Birinci masalaya diiz, ikinciya isa tars masala deyilir.

Determinik alqoritm ilo diiz vo tors masalalaor eyni zaman miirokkabliklo hall

edilir. Sadaca olaraq ikinci mosslods ¢, ovazind ¢, yazilmalidir. Lakin geyri-

determinik alqoritm diiz masoloni polinomial miiddatds holl eds bilsa do, tors
masaloni yalniz biitiin variantlara baxdigdan sonra hall eds bilar.

Qeyri-determinik alqoritmin formal nazori ekvivalenti geyri-determinik turing
masinidir. Bunun asas hissalori asagidakilardir.

1. Toxmin modulu

2. Toxmin modulunun yazan baglhigi.

3. Idaroetmo qurgusu.

4. Idarsetmo qurgusunu oxuyan-yazan baglig1.

5. Lent.



Toxmin |———| Idaroetmo

modulu qurgusu
Yazan bashq\A Ayan—yazan basliq Jent
- - - 01 2 3
3 2 1

Q. D. T. M. 6ziiniin xiisusi M Q.D.T.M programu ilo isloyir. Hor bir belo
programin 3 asas elementi var.
1. Sonlu T lent slifbasi adlanan simvollar ¢coxlugu, X giris simvollar ¢coxlugu,

beT\Y bos simvollar ¢oxlugu.

2. Sonlu @ vaziyyatlor ¢oxlugu. Burada baglangic ¢,, vo yekun ¢, g,

vaziyyatlari geyd olunur.

3. 6:(0\{q,.9,)xT = OxI'x{-11}-ke¢id funksiyasi.

Q. D.T.M. asagidaki qaydada isloyir. ©vvalco x sozii lentin 1,2,..,x—ci
xanalarina hor birino yalmiz bir simvol olmagla yazilir. Bu zaman masin ¢,

vaziyyatinda olur. Toxmin modulunun yazan bashig1 -1 nomrali xananin, idarsetma
qurgusunun oxuyan yazan bashigi iso 1 nomrali xananin iizorinds dayanir. Masin
1s0 baslarkon idaroetmo qurgusu passiv voziyyatdo olur. Toxmin modulu T
olifbasindaki istonilon simvolu 6z basligina verir. Bu is tamamils sorbast bas verir.
Yazan bashgin vozifosi ona verilmis simvolu iizorinds dayandigi xanaya
yazmaqdir vo ya yazmamagqdir. ©gar bu basliq xanaya simvol yazirsa bir xana sola
cokilir. Bu zaman toxmin modulu yeni simvolu ona sarbast olaraq verir. Bu proses
o vaxta qadar davam edir ki, yazan basliq ona verilmis simvolu xanaya yazmir. Bu
andan etibaron toxmin modulu passiv vaziyyato kecir vo idarsetmo qurgusu iso
baslayir. Bundan sonraki hesablamalar tamamilo determinik alqoritmds olan

kimidir. ©goar cari voziyyat ¢, olarsa onda biitiin hesablama prosesi basa catir. Oks



halda yoni cari vaziyyast ¢, olarsa onda idaroetma qurgusu passiv vaziyyats kecir,

toxmin modulu yenidan i§9 baslayir. Bununla da geyri-determinik turing magininin

bir addimui basa catir.



Miihazirs 19. Qeyri determinik alqoritm iiciin 7, -dili,7,, (») -zaman

miirakkabliyi vo NP -sinfi.

Goriindilyii kimi bir x soOziinii girigo verdikdo buna uygun coxlu sayda
hesablamalar miimkiindiir. Ogor x sOzini giriso verdikdo aparilmis

hesablamalardan he¢ olmazsa biri ¢, voziyyatino gotirib ¢ixarirsa buna “qobul
olunan hesablama” deyilir. Biz o zaman deyacayik ki, M Q.D.T.M. programi x
sOziinli taniyir, homin s6zii giriso verdikds aparilan hesablamalardan he¢ olmazsa
biri ¢, voziyyatindo qurtarsin. Yoni, bu hesablamalardan he¢ olmazsa biri qobul
olunan olsun. M Q.D.T.M. programinin tamidig1 L, dili iso homin programin

tamidi@1 s6zlordon togkil olunub. Yoni,

M D.T.M proqrami
xez proq

L, = X - 1 taniyir

Hor hansi x soziinii giriso verdikdo M Q.D.T.M. programinin bu sozii tanimaga
lazim golon zaman, gobul olunan hesablamalardaki addimlardan on kiciyidir. M
Q.D.T.M. programinin T, (n):z" — z* zaman miirokkabliyi iso asagidaki kimi
toyin olunur.

uzunlugu nolanelo x QX‘ = n)sozu
T, (n) = max{1;m| var ki, M Q.D.T.M. programinin bu

sozu tanimaga sorf etdiyi zaman m - dir.

Burada 1 ona go6rs yazilir ki, geyri-determinik algoritmds ola bilsin ki, idaro etma
qurgusu heg islomoasin.

Ogor Vn>O0tam ododi iigiin elo p(n)polinomu varsa ki, 7, (n)< p(n) sorti
Odonilsin, onda deyirlor ki, M Q.D.T.M  programi polinomiyal zaman
miirokkobliyino malikdir. Bir daha geyd edak ki, burada polinomiyal miiddatds

islomo T, (n) ifadosindon goriindilyii kimi yalmiz yoxlama morhoalasinin



polinomiyal miiddatds yerino yetirilmosidir. Belaliklo, biz 2-ci vacib sinif olan

NP dillar sinfina torif vera bilarik.

polinomial zaman mtimkkabliyina
NP =<L | malikeloM Q.D.T.M. proqrami var ki, ;.

onun tanidigi L,, diliucun L = L,
Ogor miloyyon ITe D, taninma masalosinin miloyyan ekodlasma sxemindo
yazildig1 L(I1,e) dili iigiin L(IT,e)c NP olarsa, onda deyacoyik ki, ITe NP, yoni IT

masalasi NP sinfindadir.



Miihazirs 20. P V3 NP siniflari arasinda slaqo.

Dillorin vo masalalorin bir-birina polinomial cevrilmasi.

Hoar seydon avval isbat edak ki:

Lemma: P c NP yani determinik alqgoritm vasitasilo polinomial miiddatds hall
olunan masalalar geyri-determinik alqoritm vasitasilo do polinomial miiddatds hall
oluna bilar.

Isbat1: Gostorok ki, ITe P taninma mosalosi liciin ITe NP olar. Onu polinomial
miiddatdo holl edon algoritmi A ilo isaro edok. Homin alqoritmi Q. D.T.M.-in
yoxlama masalasina qoyub giriso baxilan IT masalasini versak, bu masalo orada
hall olunar. Lemma isbat olundu. P va NP siniflorini asagidaki bu olageni

asagidaki dairado gostora bilarik.

NP

()

Bu vaxta qodor P=NP vo ya P=#NP miinasibatlorinin hec¢ biri isbat
olunmayib. Basqa sozlo NP\P= &5 ya NP\P# mihsibotlori isbat olunmayib.
Ancaq ehtimal edirlor ki, NP\ P bos deyil. Asagidaki teoremi isbat edok:

Teorem: Ogar hor hanst Pe NP olarsa, onda elo p(n) polinomu var ki, IT
masalasi zaman miirokkabliyi 0(2”") olan determinik alqoritmls hall oluna bilor.

Isbati: Tutaq ki, IT masolosi NP sinfindodir. Homin mosaleni hall eden geyri-
determinik alqoritmi A ilo isare edok. Homin alqoritmin hayata ke¢irilmasini tomin

edon polinom ¢(n) olsun. Tutaq ki, I' giris olifbasinin simvollarinin say1 |(I') =k .



Onda geyri-determinik alqoritma verilmis hor bir giris, ¢(n) addim miiddatindo
yoxlanilir. A alqoritmi geyri-determinik oldugundan biitiin girise verilocok
sOzlorin maksimal say1 k%" olacaq. Bu sozlorin hor biri yoxlama morholasindon
keco bildiyindon buradaki omoliyyatlarin say1r g¢(n)k‘™olur. Qeyd edok Kki,
miiloyyon kodlagsma sxemi gotiirmoklo (masolon 0va 1-lordon ibarat) k=2 gobul
etmok olar. g(n) avozing is9 elo p(n) polinomu gotiirmak olar ki, bu har bir g(n) -1
avoz etsin. Onda ¢(n) k™ avozina 0(2"™) yaza bilorik.

Teorem isbat olundu.

Hoalalik P=NP vo ya P+ NP miinasibatlorinin he¢ biri isbat olunmadigina
gora NP\ P ¢oxlugunun bos olmasi vo yaxud onun bos olmamasi isbat olunmalidir.
Ogor qobul etsok ki, NP\P# onda P sinfino daxil olan h&Z bir mosalo asan hall
olunan, NP\ P sinfina daxil olan masalalar iso ¢otin hall olunan masalalar olar.
Belo hokmlor isbat olunmadigindan daha sads teoremlor isbat etmok lazimdir.
Yoni, P# NP olarsa, onda elo IT masalasi var ki, ITe NP\ P. Bu tipli teoremlaorin
isbat olunmasi {ciin dillorin vo ya masalalorin birinin digorine polinomial
cevrilmasi anlayisindan istifads olunur.

Torif: Ogor elo f:X, — X, funksiyasi varsa ki, o asagidaki 2 sorti 6dosin, onda
deyocoyik ki, I, dili (, c=!), L, dilino (z, = ¥;) polinomial gevrilir.

1. f funksiyasim polinomial zaman miirokkablikli M D.T.M. proqgrami
vasitosilo hesablamaq olar. Yoni elo M D.T.M. var ki, o polinomial zaman
miirokkabliyina malikdir vo f funksiyasini hesablaya bilir.

2. Vxe X, sozi iiciin x soOzii yalniz vo yalniz o zaman L -o daxil olsun ki,
f(x) sozil L,-yo daxil olsun. Yoni Vxe X, ligiin xe L, & f(x)e L,.

L dilinin L, dilino polinomial cevrilmasini LeoL, kimi isara edirlor. Ogor
I, € Dy , vo II,e Dy masalalari liglin L, (IT}, e, )L, (IT,,e,) olarsa, onda deyirlar ki,
I1, masalasi IT, masalasine polinomial cevrilir, yoni IT,eIl,. Lakin burada e, e,

kodlagsma sxemlori geyri-miioyyonlik yaratdigmma goro bir mosalonin digorino

polinomial ¢evrilmasine asagidaki kimi torif verak.



ogor elo f:Dy — Dy funksiyasi varsa ki, o, agsagidaki iki sorti 6dasin, onda
deyacayik ki, IT, masalasi IT, masalasinag polinomial ¢evrilir vo bunu IT,eoIT, kimi

isara edacayik.

1. 5 funksiyasin1 hesablaya bilon polinomial zaman miirokkablikli determinik

algoritm var.

2. VIe Dy fordi taninma masalasi iigiin 7e Y, & f()e Yy, .
Yoni hor bir 7e D; masalasi liglin 7 masslasi yalniz va yalmiz o zaman Y, -9

daxil olar ki, f(7) masalasi Y;, -ya daxil olsun.



Miihazirs 21. Polinomial cevrilmoyo aid asas lemmalar. Hamilton dovrii

masalasinin Tacir masalasing polinomial cevrilmasi.

Lemma 1: Tutaq ki, L, dili L, dilino polinomial cevrilir vo L, dili P
sinfindondir. Onda L dili do P sinfindo olar. Yoni (L,eL)A(L,e P)= L € P.

Lemma 2: (LeoL,)A(L ¢ P)=L,¢ P. Yoni, ogor L, dili L, dilina cevrilir vo L,
dili P sinfinds deyilss, onda L, dili do P sinfindo deyil.

Lemma 3: Ogor II, moasolosi I1, masalasino polinomial ¢evrilorss vo II,
mosalosi P sinfindadirso onda I, mosalosi do P sinfindodir. Yoni
(IeoI1,) A(Il, € P)=T1,€ P.

Lemma 4. (IT,eoI1,) A(IT, ¢ P) =11, ¢ P. Yoni ogor I1, masalasi I1, masalasing
polinomial cevrilir vo II, masalosi P sinfindo deyilso, onda IT, masalasi do P
sinfinda deyil.

Lemma 1-1 isbat edok. L,~L, oldugundan L, vo L, dillarinin oslifbasin1 uygun

olaraq X, £, ilo isaro edok vo bu gevrilmoni hayata keciron funksiya f olsun. M,

1s9 f funksiyasini hesablayan D. T. M.-in proqrami olsun. M, ilo L, dilini taniyan
D. T. M. programini isaro edok. Hor hans1 ixtiyari xe X, soziinii gotiirok. Bu s6zo
f funksiyasini totbiq etmoklo f(x)e X, alariq. f(x) sOziino M, programini totbiq
etsok alariq ki, f(x)e L,.

Polinomial c¢evrilmonin torifine gére f(x)e L, = xe L, olar. Ciinki, f(x)e L,
P sinfindadir.

Aydindir ki, M,vo M, polinomial miirokkobliys malik oldugundan bunlarin
kombinasiyast da polinomial olar. Daha dogrusu bunlarin kombinasiyasindan
diizalon program polinomial olar.

Onun miirokkobliyi iso O(P, (x))+ P, (f, (x)) tortibdon olar.
Burada P, vo P, uygun olaraq X;, X, olan sozlorin hesablanmas: iiciin

polinomlardir.

Lemma 1 isbat olundu.



Polinomial ¢evrilmaya bir misal gostorak. Tutaq ki, sonlu rabitali G(V,E) grafi

verilmisdir. ©gor elo v,v,,.,v,eV topalori varsa ki, {v,v, }eE, 1=Lk—-1 vo

{v.,v,}€ E olsun, onda deyirlor ki, v v ,..,v, topalari sads dovr omala gatirir.
2

o4 5

Ogor sado dovr grafin biitiin topalorindon yalniz bir dofo kecorso onda buna
Hamilton dovrii deyilir, uygun grafa iso Hamilton graf deyilir. Qrafda Hamilton
dovriiniin tapilmasi masalosine Hamilton masalasi deyilir.

Gostorok ki, hamilton dovrii mosalosi Tacir masalasine  polinomial
cevrilir.Yoni, HDeTM .

Bunun ii¢iin Polinomial ¢cevrilmani hoyata keciron funksiyan1 f ila isare edok
vo quraq. Homin f funksiyasi G qrafinin V topalor sayindan n-i soharlorin n

sayina barabar olur. Bundan slavo f -funksiyasi har bir d(c;,c;) soharlor arasindaki

masafolori asagidaki kimi toyin edir:

1,ogor (v;,v;;)€ E
d(c;,ciyy) =
2,0gar (v;,v,,,)€ E

Aydindir ki, bels f funksiyasi polinomial hesablanir. Dogrudan da, an ¢oxu

n(n-1) sayda yoxlama kegirilir. Polinomial ¢evrilmonin ikinci bondini gostormok

uclin

nz_l:d(cl.,cl.+l)+d(cn,cl)§n (1)

i=1
v, V,,...v, Hamilton dovrii oldugundan uygun c,,c,...,c, soharlari dovr togkil edor. f
funksiyas1 xassasino gora har bir d(c,,c,,,) =1 olar. (1) miinasibatinin sol torofinds n

dona toplanan var va har biri 1-5 barabardir.



HDoTM miinasibatinin dogrulugunu tamamils isbat etmok iigiin gostorak ki,

(1) miinasibati 6donilirss, onda v,,v,,..,v, Hamilton dovrii togkil edir. (1)
miinasibatinin sol torafinds » dons toplanan var vo onlarin comi n-9 barabordir.
Hor birisi ya 1 ya da 2 ola bilor. Onlardan hor hansi biri 2-ya barabar olsa, basqa
biri toplanan O olmalidir. Bu isa f funksiyasinin sorting ziddir. f funksiyasinin
toyinina gora soharlarls tillor arasinda garsiligh birqiymatli uygunluq var, yoni V

tillori Hamilton dovrii toskil edir.



Miihazirs 22.Tranzitivlik lemmasi.

NP —tam sinif vo bura daxil olma Kriterivasi.

Asagidaki tranzitivlik lemmalarini isbat edak.

Lemma 5: Ogor LeoL, Vo L,oL, olarsa, onda LeoL, olar.

Lemma 6: IT,eoI1, vo I1,eI1, olarsa, onda IT,eII, olar.

Lemma 5-nin isbati: Tutaq ki, X;, X, vo X, uygun olaraq L,,L,,L,dillorinin
sozlar ¢coxlugudur. Bundan olava forz edok ki, f,(x) funksiyasi LeL, cevrilmasini
hoyata keciron funksiyadir. f,(x) 189 L,oL, cevirmasini hoyata kegiron
funksiyadir. Asagidaki kimi funksiyaya baxagq:

f(x)=f,(/i(x).

Lemmanin gortino goro Vxe X, iiclin f(x)e L, olar. Digor torofdon L,eL,
cevirmasini hayata keciron f, oldugundan f,(f,(x))e L,. Yoni f(x)e L,olar.
f(x) = f,(f,(x)) funksiyasinin polinomial miiddstds hesablanmasi isa f,-in vo f, -nin
polinomial hesablanmasindan alinir. Ciinki, P vo P, uygun olaraq f, vo f,-nin
polinomlari olsa, onda f(x)-1 mahdud edon funksiya

O(P(|x)) + Py ()

olar. Lemma 6 analoji olaraq, isbat olunur. Tranzitivlik lemmas1 masalolori
cotinliyo goro nizamlamaga imkan verir. Belo ki, LoL,c0...00L, 0L, , 00...0L,
miinasibatindon vo lemma 1-don aliriq ki, oagor L, € P olarsa, onda L,L,,...L,_ € P
olar. ©ksina agor L, ¢otin hall olunan mosals olsa, onda L,,,...,L,da ¢atin hall
olunur. Belsliklo, biz III cox miihiim olan NP-tam sinfino torif vera bilorik.
ovvalca geyd edok ki, LieoL,va L,eoL, sortlorini 6doyon L, va L, dillaring polinomial
ekvivalent dillor deyilir. Eyni ilo IT,eI1, vo II,eIl, olsa, II,vo II, polinomial
ekvivalent masalo adlanir.

Torif: Tutaq ki, miioyyon Le NP vd V L’e NP lciin L'L miinasibati 6donir.
Onda L dilina NP-tam dili deyilir.

Torif: Ogor I1e NP va V IT'e NP masalasi iiglin IT'~II olarsa, onda deyirlar ki,

P masalasi NP -tam masalalar sinfindondir.



Bu tariflordon goriindiiyti kimi agor NP -tam sinfindo olan he¢ olmasa birco
masalo polinomial hall olunursa, onda deyirlor ki, NP sinfindoki biitiin masalalor
polinomial hall olunur. ©ksina, ogor NP sinfindo he¢ olmasa birco ¢otin hall
olunan masals varsa, onda NP -tam sinfindaki biitiin masalalor ¢atin hall olunandir.
Beloliklo, biz gostordik ki, agar NP\ P # olarsa, onda 31T Ymalidir ki, ITe NP\ P.

Asagidaki lemmani isbat edak.

Lemma 7. Tutaq ki, L, e NP vo L, e NP. Bundan slavo forz edok ki, L, .
Ogor L e NP tam olsa, onda L, e NP tam olar.

Isbati: Sarto goro L, € NP tam sinfindadir. Yoni, V L'e NP liciin LeoL, v
lemmanin sorting gora LeoL, . Tranzitivlik lemmasina gors aliriq ki, v L'e NP {iciin
LieL,. Demali, L,e NP tamdir. Yoni, lemma isbat olundu. Bu lemma masalo
halinda da asagidaki kimi yazila bilar.

Lemma 8. Tutaq ki, I1,,IT,e NP , I1,»Il1,Vva I1,e€ NP-tam. Onda II, € NP -tam
olar.

Lemma 7 vo lemma 8 imkan verir ki, hor hans1 ITmasoalosinin - NP tam
sinfinda olmasi , yaxud olmamasi ii¢iin kriteriya yazaq. Bunun {iciin asagidaki 2
sort 0donilmalidir.

1). IIe NP olsun.

2).  Hor hansi molum IT"e NP tam ti¢iin IT'I1



Miihazirs 23.”’Dogruluq” masslasi vo Kuk teoremi

Beloliklo ~NP- tam sinfindo olan hor hansi konkret masslonin oldugunu
gostormok lazimdir. Belo bir masalonin NP -tam  sinfindo olmasim ilk dofa
gostaron Kuk adli alim olub vo masale “Dogruluq” masalasi adlanir. Dogruluq
masalasi asagidaki kimi yazilir.

Sort: U=(U,.U,...,U,) Bul doyisonlaori ¢oxlugu vo bu ¢oxluq iizerindo C
dizyunksiyalarinin konyuksiyas1 verilmisdir.

Sual: C konyuksiyasinin dogruluq qiymatlori varmi?

Dogruluq masalasini izah edoak.

Tutaq ki, U =(U, ,U,,...,U,) Bul dayisonlari ¢oxlugu verilib.

Bu coxluq lizerinds 7:U — (T, F) funksiyasina U dayisonindon asili Bul funksiyasi
deyacayik. Belos ki, #(U)=T yalmiz vo yalmiz o zaman T olur ki, U dogru olsun.
t(U) = F yalniz va yalniz o zaman olur ki, U yalan olsun. U ve U - ya literal deyilir.
ue U literal yalmz vo yalniz o zaman ¢ funksiyasina nozoron dogru qiymat alir ki,
u doyisoni 7-ya nazoron dogru qiymat alsin. Literal # yalniz vo yalniz o zaman ¢
funksiyasina nozoron dogru qiymet alir ki, » dayisoni "yalan" giymot alsin vo
torsina.

Uva U literalindan diizolmis dizyunksiya o zaman dogru olur ki, bunlardan

he¢ olmazsa biri dogru olsun. U=, ,U,,.,U,) c¢oxlugu iizorindo qurulmus

dizyunksiyalarin C konyuksiyas1 yalniz vo yalniz o zaman dogru olur ki, onun
torkibindoki, biitiin dizyunksiyalar dogru olsun. C konyuksiyasini dogru edon
U literallar ¢oxluguna onun dogruluq qiymeatlari deyilir. C konyuksiyas1 verildikdo
onun dogruluq qiymatlori y1gimini tapmaq masalasine dogruluq masalasi deyilir.

Teorem: ( Kuk) Dogrulug masalasi NP -tam masaladir.
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